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Resumo:

No presente trabalho, é feita uma revisdao abordando todas as combinagBes possiveis entre as analogias mecanicas mola
(representando comportamento elastico) e amortecedor (representando o comportamento Vviscoso) que caracterizem o
comportamento viscoelasticos de materiais ndo ideais (reais) de uso comum pela inddstria em seus mais diversos ramos. Para
cada modelo, sdo apresentadas, quando existentes, solucfes para esforcos transientes (fluéncia e relaxa¢do) e harménicos,
acrescidas de representacdo grafica do comportamento das propriedades viscoelasticas (fun¢do de fluéncia, médulo de
relaxacdo, modulo complexo, tangente de perda) em fungdo do mddulo, viscosidade e suas relagdes com os tempos de
relaxacdo ou retardacdo, tempo e frequéncia de aplicacdo do esforco. Pretende-se fornecer ao leitor todas as respostas
necessarias as demandas de projetos envolvendo materiais viscoelasticos.

Palavras-chave: Modelos; Propriedades Mecanicas; Viscoelasticidade.

Abstract:

In the present work, a review is made by covering all the possible combinations between the mechanical analogies spring
(representing elastic behavior) and damper (representing the viscous behavior) which characterize the viscoelastic behavior of
non-ideal (real) materials commonly used by industry in its several branches. For each model, solutions for transient (creep and
relaxation) and harmonic loading are presented, including the graphical representation of the behavior of the viscoelastic
properties (creep function, relaxation modulus, complex modulus, loss tangent) versus modulus, viscosity and its relations with
the relaxation or retardation times, time and frequency of loading applications. It is intended to provide the reader with all
necessary answers to the projects demands involving viscoelastic materials.

Keywords: Models; Mechanical Properties; Viscoelasticity.

1. Introducéo

Alguns materiais, sobretudo os poliméricos, apresentam
propriedades mecénicas que em determinados aspectos se
assemelham a um sdlido elastico que obedece a lei de Hooke
para a elasticidade; e em outros, a lei de Newton para a
viscosidade. A esse comportamento dualistico d&-se 0 nome
de viscoelasticidade.

Embora todos os materiais em determinadas situacfes
apresentem propriedades mecéanicas dependentes do tempo, 0s
polimeros, devido a superestrutura molecular complexa que
possuem, tém suas propriedades fortemente dependentes do
tempo, se comportando como sélidos em tempos curtos ou em
resposta a uma carga aplicada rapidamente, tendendo a um
comportamento de caracteristico de fluidos viscosos se essa
carga é mais lentamente aplicada ou em tempos muito longos
de carregamento.

Um material viscoelastico linear é todo aquele que
apresente uma relacdo linear entre a tensdo e a deformacdo em
um dado tempo. Esse material, em geral, apresenta uma
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deformacdo instantanea, &,, quando se é aplicada uma tensdo
(0 = ag,). Essa deformacéo cresce com o tempo de aplicacdo
dessa tensdo, &£(t), em um comportamento chamado de
fluéncia. Ap6s a remocéo da carga, (¢ = 0), o material deve
apresentar uma recuperacdo imediata da deformacdo de
magnitude igual & da deformac&o instantanea inicial, e = &,
demandando um certo tempo para obter grande parte da
deformac&o sofrida, em um processo chamado de recuperacdo
elastica retardada, porém permanecendo uma fracdo da
deformagdo sofrida mesmo em tempos infinitos, &.
Graficamente, seria como mostrado na Figura 1.

Todo o conceito da viscoelasticidade linear, além das
etapas vistas na Figura 1, deve incluir o fato de que a
relacdo linear entre tensdo e deformacdo, variaveis com o
tempo, deve pressupor que pequenas alteracbes na tensdo
devem ser seguidas por equivalentes e pequenas alteracfes no
produto médulo x deformagéo, como previsto por Boltzmann
em seus historicos e iniciais trabalhos com sdlidos
viscoelasticos nos idos de 1876. Assim, é valida a relacao

do=edE (i)
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em que E(t) = o(t)/, € 0 médulo de relaxagéo, ou seja,
0 modulo resultante da variacdo da tensdo com o tempo, o (t),
quando um material é submetido a uma deformacéo constante,
&. Em uma situagdo como essa, em um fluido ideal, a tensdo
relaxa instantaneamente a zero tdo logo a deformacdo é
mantida constante; em um solido ideal, a tensdo permaneceria
constante, e ndo haveria relaxacéo.

Tensdo/Deformagio
/

Tempo

== == Deformagdo Tensdo

Figura 1. Estagios do comportamento viscoelastico em funcéo de

o(t).
Introduzindo-se uma fungdo de memoria dada por

dE(t)

M@©) =-—7

em que o sinal negativo tem a fungdo de tornar M(t)
positiva, ja que E(t) cai com o tempo, a Eq. i se torna

do = —Medt

se 0 modulo de relaxagdo e, portanto, a fungdo de
memoria forem funclo apenas do tempo, pode-se inferir
deformagdes em escala muito maior, desde que a deformacéo
ainda esteja dentro da faixa linear do material, a partir da
soma de cada pequena etapa de deformacdo que o material
tenha sofrido ao longo do tempo. Isso esta de acordo com o
afirmado por Maxwell, para o qual o estado de um sélido ndo
depende apenas das forcas que atuem atualmente sobre ele,
mas de todas as deformagbes que tenha sofrido até o ponto
atual. A solugdo é aplicar uma integral sobre todo o intervalo
de tempo passado, de forma que

f do=o0= —f M(t —t)e(t)Hdt' (ii)
0 —00

em que t' é uma varidvel de tempo decorrido desde o
passado infinito, —oo., até o tempo presente t. A funcdo de
memoria depende apenas do tempo passado, s =t — t’ entre
o tempo rememorado e o presente. Incluindo-se a definicdo de
tempo passado, s, na Eqg. ii, tem-se que

o= fOOOM(s)s(t —s)ds

ou em termos do modulo de relaxagdo,

@ de
= JO G(s) It (t —s)ds (iii)

A Eq. iii é a forma integral do principio de superposicao
de Boltzmann, ao qual o conceito de viscoelasticidade linear
segue plenamente.

Em sua forma diferencial, o conceito de viscoelasticidade
linear pode ser escrito como sendo

do de .
o+ AE =N (iv)
forma essa que é equivalente & equagdo constitutiva do
modelo de Maxwell (Eq. 8), apds a introducdo do conceito de
tempo de relaxacdo A = n/E, e que é obtida a partir da
diferenciagdo do equivalente a Eq. iii, com a substitui¢do da
varidvel s por t — t' e da inclusdo de uma solucéo particular
da variacdo do modulo de relaxagdo com o tempo segundo a
forma E(t) = E,e"t/A.

Para estagios de deformagdo muito amplos, ou seja, para
deformagdes maiores que uma dada deformacdo critica, a
tensdo e, por conseguinte, 0 modulo de relaxagdo deixam de
ser dependentes apenas do tempo e passam a depender
também da magnitude da deformagéo, e a viscoelasticidade
deixa de ser linear para ser ndo linear. Assim, tem-se que:

o(t, 3)e>sc

E(t, £)£>sc = <

()

Para explicar as varias nuangas da viscoelasticidade, é
feito uso de analogias mecénicas como uma mola, para
explicar o comportamento elastico instantaneo ap6s aplicagdo
da carga e a posterior recuperacdo quando de sua remocéo; e
um amortecedor para caracterizar o comportamento viscoso,
ou seja, a resposta retardada do material a aplicacdo da carga,
ao crescimento da deformacdo com o tempo e a
impossibilidade de relaxacdo total, mesmo em tempos
infinitos. Como cada analogia em separado ndo caracteriza
mais do que uma fase da viscoelasticidade, varios modelos,
utilizando-se de associac¢Bes entre mola e amortecedor, foram
propostos com esse proposito. Alguns, de tdo simples, nem
apresentam todas as fases nem encontram aplicacdes praticas;
outros, de tdo complexos, sequer sdo utilizados mesmo que
possam apresentar todas ou quase todas fases da
viscoelasticidade. A seguir, serdo apresentadas todas as
formas possiveis e de utilizagdo pratica de associacbes entre
molas e amortecedores.

Modelo de Maxwell

O modelo de Maxwell é considerado um dos mais
simples entre os modelos idealizados para representar a
viscoelasticidade. Ele caracteriza-se por uma associa¢do em
série entre uma mola e um amortecedor, como mostrado na
Figura 2.
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Figura 2. Modelo de Maxwell

Para elementos em série, a tensdo é a mesma em cada um
deles, e a deformacdo do serd a soma das deformacdes

individuais, ou seja,

0 =0y =0,
E=¢gnte

(1)
(2)

em que os indices m e p estdo relacionados com a mola e

0 amortecedor, respectivamente, e

om = E1&n 3)
(5]
de,
O =T 4)

Pela forma como a tensdo se relaciona com mola e
amortecedor, vé&-se ser impossivel realizar a soma prevista na

Eqg. 2. Todavia, sabe-se que:

de de, dg,
- a Ta  ©

De (3), tem-se que:

_ Om _ o
™ TE E
assim,
de,, 1ldo
At CEdt ®)

Da mesma forma, de (4), tem-se que:

dspz o

a 7

Substituindo-se (6) e (7) em (5), obtém-se:

de_1d0+0' 8
dt  E;dt ®)

A Eqg. (8) € a equacdo reoldgica ou do movimento para 0
Modelo de Maxwell, a qual sera utilizada para a obtencéo de

solucBes particulares relativas as situagdes de fluéncia e
relaxacdo, que sdo os carregamentos transientes mais comuns,
e carregamento harménico.

Fluéncia

Se 0 modelo de Maxwell for submetido, em t = 0, a uma
tensdo constante, o = gy, a Eq. (8) se reduz a:

de 0y 9
at  n, ©)
ou seja, o presente modelo se comportard como um fluido

newtoniano, cuja fungdo de fluéncia serd obtida pela
integracao de (9) desde 0 até t. Assim, uma vez que o modelo
permite uma deformacéo imediata pela acéo da tenséo sobre a
mola,
0o

t),_n = = —
e(t)i=0 = & E,

de forma que, a partir da separagéo das variaveis de (9),

e(t) t o
f de(t) = f 2dt
=00} 0 nl

(10)

(o
e(t) = gp +—t
m

Dividindo-se a Eq. (10) por gy, tem-se que:

s _& ¢

+— (11)

) Oy M

Definindo-se complidncia como sendo o inverso do
mdédulo, pode-se apresentar a Eq. (11) em termos da
compliancia de fluéncia, ou seja,

t
J@®) =Jo+— (12)
m
em que
& 1
oo T E

representa a compliancia instantanea do modelo que ¢é a
sua resposta elastica imediata a aplicagdo da tensdo em t = 0.
A Figura 3 mostra o formato da dependéncia J(t).

1/
Jt)

t

Figura 3. Compliancia de fluéncia para o Modelo de Maxwell.
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Figura 4. Efeito do modulo elastico e da viscosidade sobre a compliancia de fluéncia do Modelo de Maxwvell.

Na Figura 4, é possivel observar a influéncia da variagao
no valor do mddulo elastico inicial e da viscosidade do
amortecedor imaginario no formato da dependéncia J(t).
Quanto maior o médulo menor a compliancia instantanea, J,,
e, portanto, a curva se desloca para baixo, mantendo-se
paralela a referente a0 modulo menor, indo de E, para E;. No
caso da viscosidade, mantendo-se 0 mesmo médulo inicial, as
curvas de J(t) iniciam-se em uma mesma compliancia
instantanea, J,, tendo um crescimento menos agudo quanto
maior for o valor da viscosidade.

Relaxacdo

Se no tempo t =0, for aplicada uma deformacéao
constante, &, a0 Modelo de Maxwell, a Eq. (8) se reduz a:

1do N g 0
E dt n,
que pode ser trabalhada gerando:
a(t)
do(t) = — Tdt
do(t) dt
O dino(t) = -
1
fdlncr(t) =7 dt+C

Ino(t) =—t/A+C

Se, para t = 0 existir uma ¢(0) = a,, devido ao médulo
instantaneo, E,,

C = ln 0'0
logo,

o(t)
_ — Iy —_t
Ino(t)—Ino, =In i //1

entdo,

a(t) = opet/2 (13)

comA = 771/ E, sendo tempo de relaxacdo do modelo.

Se a Eq. (13) for dividida em ambos os lados pela
deformacdo constante, &,, obtém-se 0 modulo de relaxagdo do
Modelo de Maxwell dado por:

E(t) =%)t)=

Eie 1 (14)

Como mostrado na Figura 5, quanto maior o tempo de
relaxacdo mais lenta serd a queda do mddulo de relaxacao
com o tempo. Para uma mesma viscosidade, um tempo maior
de relaxacdo significa um mddulo menor, ou seja, mddulos
menores implicam em menor queda com o tempo.

120 A1>A25A3

100 -
80

=21

E(t) 60 1
—n2
40

20

Qg —— T u —

0 200 400 600 800 1000

Figura 5. Efeito do tempo de relaxacéo na dependéncia E (t)
para o modelo de Maxwell.

Carregamento Harménico

Os ensaios e observagdes feitos em fungdo do tempo
demandam muito tempo para a sua completude. Uma
possibilidade de reducdo de tempo é submeter o material a um
carregamento do em que tensdo ou deformacdo varie
harmonicamente com o tempo. Esse tipo de esforgos permite
identificar o que é armazenado e o que é perdido em cada
ciclo de deformacdo, identificando o angulo de defasagem
entre tensdo e deformacéo, e, portanto, o carater viscoelastico
do material.

Em termos de angulo de fase, em um material idealmente
elastico (hookeano), tensdo e deformacéo estdo em fase, ou
seja, 0 angulo de fase, &, é nulo (6 = 0), caracterizando que
todo o esforco é armazenado e toda deformacdo sera
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recuperada. Por outro lado, um fluido idealmente viscoso
(newtoniano) ira apresentar tensdo e deformagdo defasadas
em 90°, caracterizando um processo 100% irreversivel. Um
material viscoelastico ira apresentar um angulo de fase
0° < 6 <90°.

Os esforgos harménicos, geralmente, sdo apresentados

desta forma:
ib

Z =ae
que pela identidade de Euler assume a forma polar
Z = a(cosb + isenb)

que passa para a forma retangular ou cartesiana

Z=x+1y
com
1Z| = a
X=acosb
y=asenb

Assim, se um elemento ou modelo de Maxwell for
submetido, em t = 0, a um esforco do tipo

a(t) = gyei®t
a Eq. (8) se transforma em

iwt

de(t) 1

= —iwayewt + 20
dt E; 0 M
1 . gelet
fds(t) = f—lw(foe“"tdt+f dt
Ey M
O.Oeiwt O.Oei(ut
t) = 15
=2+ as)

Definindo-se uma compliancia complexa

oy €0
J(w) = o)
tem-se que:
* = 1 16
](w)_E_1+iw771 (16)

Sabendo-se que i = v—1, multiplicando-se e dividindo-
se 0 termo mais a direita da Eq. (16) por i, obtém-se

(17)
Sendo proposto um modelo do tipo

J(w)=J =" (18)

- 1 . .
define-se ]’=E— como sendo a complidncia de
1

" 1 TA H
armazenamento, e /" = e a compliancia de perda para o
1
modelo de Maxwell.
1

Embora | = 1/E* J(@) # 5

E(t) = o® Todavia, J*(w) = ;, sendo entdo possivel, a
=0} E*(w)

partir da Eq. (18), a obtencdo de uma expressdo para o
moédulo complexo e suas componentes de armazenagem e
perda. Ou seja,

ja que J() =22 e
4]

N Y
PO = T ey
o
_],2 +]"2 + l],Z +]ll2 -

1 1
_ Ey ; wn,

O

reorganizando

() = B (2 + B vl ) 19
©=5 G2 11 H\paz 1 19
propondo-se
E*(w) =E'+iE"
tem-se que:
w?2?
E'=E|———
! (a)lez + 1)
e
= o)
w22z +1
m}
O
. O
O
m}
m}
] -
E*, E', E'/
—F
O E

Figura 6. M6dulos complexo, de armazenagem e perda em
funcdo da frequéncia para o modelo de Maxwell.

Por definicéo, o angulo de fase ou de perda é dado por:



Modelos Viscoeldsticos Aplicdveis a Materiais Reais: uma Revisdo

_]ll _ mn
arctg(é‘) _]l - EI (19)
para 0 modelo de Maxwell,
1
wn, E
tg(6) = =—
9(8) T = on
E

Introduzindo-se a definicdo do tempo de relaxacdo, tem-
se:

1
tg(6) = —

ol (20)

Como, pela Eq. (19), tg(8) = E"/E” entdo,

wA
_ Ey (w2/12 + 1) 1
tg(g) - (1)2/12 -

A
m(zryD)

que é o mesmo resultado mostrado na Eg. (20). O ponto
em que E' = E" é o chamado ponto de gel (vide Figura 6), e
ocorre quando o angulo de fase, § ¢ igual a 45° ou % visto que
tgé = 1.

Como mostrado na Figura 7, 0 modelo de Maxwell é um
solido em tempos curtos e um liquido em tempos longos, esse
comportamento é caracterizado pela variagdo do angulo de
fase que vai de zero em tempos curtos para 90° quando o
tempo tende a infinito.

90 - TR R R R 2R 2R R B 2R 2
*
60
& (graus) *
30
*
LT e o — S —
0 t ©

Figura 7. Variacéo do angulo de fase com o tempo para 0 modelo de
Maxwell

Modelo de Voigt
O segundo modelo mais simples é representado pela

associacdo em paralelo da mola e do amortecedor como
mostrado na Figura 8.

E n

Figura 8. Modelo de Voigt.

Para modelos em paralelo, a tensdo total serd a soma das
individuais, e a deformacao sera igual em todos os elementos.
Dessa forma, sdo validas as seguintes relagoes:

0 =0y + 0,
E=En =28

21
(22)

Substituindo-se as Eqgs. (3) e (4) na Eq. (21), tem-se que:

de,(t)
dt

o(t) = Eren(t) +m
gue combinada com a Eq. (22) resulta em:

o(t) = E1e(t) + mdg—(t)

T (23)

Fluéncia

Se a0 modelo de Voigt for aplicada uma tensdo constante
emt = 0, a Eq. (23) assume a seguinte forma:

de(t) €(t) o

dt A m

(24)

comA = Yh/ E,» agora sendo o tempo de retardamento ou

retardacdo, ou seja, o tempo que o modelo leva para
apresentar uma deformac&o ap6s a imposicdo da tenséo.
A Eq. (24) tem forma semelhante a uma do tipo

d
2wy =q() (25

dx

cuja solucdo € a seguinte:

y = e~ /p(ax (f q(x)el P gy 4 C) (26)

Sep(x) = peq(x) =~ q,como é o caso da Eq. (24), uma
solucéo para a Eq. (26), com um valor inicial y, = y(x) =, €
a seguinte:

y = (yo _ g) eP(xo—x) 4 1 27)
p p

Comparando-se as Egs. (24) e (26), e sabendo-se que para
x =0 = x,,y, = 0 e substituindo-se na Eqg. (27), tem-se que:
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o oy O
e(t) = ——e A4 2= 2(1 - e t/2)

2

Dividindo-se ambos os lados da Eq. (28) por g,, obtém-
se a compliancia de fluéncia para o modelo de Voigt dada por:

J@®) = Jo(1 —e7t/) (29)
com J(t) = g(t)/o0 podendo ser definida como uma
funcdo de fluéncia para o0 modelo com compliancia J, = 1/E1'

—l
L)y —n2
23

A4

e AL<A2<A3<04

Figura 9. Funcéo de fluéncia para o modelo de Voigt.

Como mostrado na Figura 9, quanto menor o tempo de
retardacdo, mais rapidamente J(t) converge para a

compliancia de equilibrio J, = 1/E1’ isto é, quanto maior o

médulo do modelo, mais cedo ele apresenta 0 comportamento
tipico de solido. A resisténcia que o amortecedor oferece a
deformacdo inicial é caracterizada por uma compliancia quase
nula em tempos curtos, ou seja, o material ndo se deforma
instantaneamente e s6 muito lentamente ird permitindo uma
deformac8o que cresce com o tempo.

Relaxacao

Se em t = 0, for imposta uma deformacdo, £(0) = &,
que sera mantida constante ao longo do tempo, resulta em:
o(t) = E;g (30)
ou seja, 0 modelo de Voigt se torna um sélido elastico
ideal, no qual a tensdo permanecera constante durante a

aplicacdo da deformacdo. Logo, o0 modulo de relacdo, dado
por (31), serd também constante e igual a0 médulo da mola.

E(t) 28— E1

(BD

o(t)
0

Carregamento Harménico

Embora o efeito seja 0 mesmo, para fins de simplificacéo
de célculos, suponha que em t =0, seja aplicada uma
deformagcéo do tipo:

e(t) = goelvt (32)

resultando em uma taxa de deformacéo:

iwt

d

ae(t) = iwgge (33)
Substituindo-se as Egs. (32) e (33) na Eq. (23), tem-se

que:

o(t) = E1g0e'®t + njiwe et (34)

Definindo-se um mdédulo complexo, E*(w) = a(t)

e(t)y

entéo,
E*(w) = E; +iwn, (35)
Propondo-se uma relacéo do tipo,
E*(w) = E' +iE"
tem-se que E' = E; e E" = AwE;. Logo,

tg(8) = lw (36)

Diferengas  significativas podem ser observadas
comparando-se as Figuras 10 e 11 com as Figura 6 e 7. Em
termos de mdédulos, verifica-se que, enquanto no modelo de
Maxwell 0 mddulo complexo passa a ser igual ao médulo de
armazenagem ap6s o ponto de gel, na mesma situacdo, o
médulo complexo do elemento de Voigt passa a ser igual ao
mddulo de perda. Isso se deve ao fato de que em tempos
curtos, o elemento de Maxwell se assemelha a um solido, e o
de Voigt a um fluido. Isso é corroborado pelo comportamento
do angulo de perda com o tempo para 0s dois elementos, 0s
quais sdo opostos. Ou seja, § - 0 quando t — oo para 0
elemento de Voigt, e quando t - 0 para o elemento de
Maxwell.

—_— 0

Figura 10. Variagdo dos modulos do elemento de Voigt com a
frequéncia.
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Figura 11. Evolugdo do angulo de perda com o tempo para o
elemento de Voigt.

Solido Linear Padréo

Os modelos que seguem o padrdo chamado de Sélido
Linear Padrdo (SLS em inglés), também chamados de
modelos de Zener [1], sdo obtidos pela associacdo em série
entre uma mola e um elemento de Voigt, ou pela associacdo
em paralelo entre uma mola e um elemento de Maxwell, como
mostrados na Figura 12.

£,

B,

Figura 12. Modelos de Zener (SLS).

Pode-se, entdo, partir de qualquer dos modelos para se
obter a equacéo constitutiva do SLS. Utilizando-se o modelo
da associagdo em série, tem-se que, de acordo com as Egs. (1)
e (2):

0 = 0p1 = Oy (37)

E=¢€m1 + Eev (38)

em que os indices m1 e ev se referem 4 mola 1 e ao
elemento de Voigt, respectivamente. Como

(39)

e, de acordo com a Eq. (23) para um elemento de Voigt:

Om1 = E1&m1

d
Oey = E2€m2 + n E Em2 (40)

d
Eigm1 = Exémp + " 7z Em2 (41)

8

Diferenciando-se a Eq. (38) em relacdo ao tempo resulta
em:
€= Emt ey (42)

com € = %g. De (39) e (37), tem-se que:

Em1 = E_l (43)
De (40) e (37), tem-se que:
o E,e,
Eev = E - (44)

Também se sabe que, de (38) e (39):

e 45
=&— (45)

1

Eeli

Substituindo-se as Egs. (43), (44) e (45) em (42), obtém-

se:
O'+O' Ez( 0)
E=—+———e——
Ex n 71 E;
- c'7+cr E, o
Et+—e=—+—+——=
n E nm nk
_O'+0'(1+E2>
Ey 7 E;
. P o 0<E1+E2>
E+—e=—+-— 46
n Ey 71 E; (46)

A Eq. (46) é a equacdo constitutiva para qualquer dos
modelos SLS mostrados na Figura 12.

Fluéncia

Se esse sélido, em ¢t = 0, for submetido a uma tensdo
constante, g, a Eq. (46) sera reduzida para:

e+ e = 7( = )
De acordo com (27),
oy (E; + E, oy (E1 + E,
n ( E; ) -2 7 ( E; )
g(t) = 80 - E2 e n + E2 =
n n
_ E, + E, -t/ (E1 + E2>
- [80 % ( E,E, )] "+ o\ 5 g,
O t (o
e(t) = (so - E_0> e /142 47)
R R
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com g, sendo a deformacdo instantdnea do modelo
devido a aplicacdo de g, ou seja, como em t = 0 apenas a
mola 1 é deformada, j& que o amortecedor do elemento de

Voigt retarda a deformacdo da mola 2, ¢, = JO/El, 0 que

pode ser visto do lado esquerdo da Figura 13; Ay = "/EZ éo

tempo de retardacdo do elemento de Voigt presente do
modelo de Zener 1, também chamado de tempo de relaxacao
sob tensdo constante; e Eg, 0 modulo resultante dado por

ELE ~ 7
Ep = EZTEl‘ Esta solugédo estd de acordo com o proposto por
1 2

Nix (2017) [2].

&(t) gy
Eg

[}
Ey

t

Figura 13. Comportamento sob fluéncia do SLS.

A A
A A * A1 =200
S © A2=20
A A 23
&lt) AA R ¢ A03=2
A N ¢ A24=0,2
;W . . + ¢ * *

t

Figura 14. Influéncia do tempo de relaxagéo sob tensdo constante na
fluéncia do SLS.

. * * *
.
¢ E1=5E2
. = E1=2F2
&(t) A E1=E2
N - L] - . x E1=0,5E2
. .
R : N N N X £1=0,2E2
®E1=0

%X
% X
% X
% X

AR
Téi%

Figura 15. Influéncia da relagdo entre os médulos na fluéncia do
SLS.

t

Na Figura 14, pode-se observar que quanto menor o
tempo de retardacdo, mais rapidamente a deformacdo

cro . O,
converge para o valor de equilibrio, &, = O/ER* mostrada no
lado direito da Figura 13. Quanto maior a diferenca entre 0s
médulos E; e E,, maior sera 0 mddulo resultante E; e maior a
diferenga entre as deformacdes inicial, &,, e de equilibrio, &,
ou seja, como pode ser visto na Figura 15, maior sera a
fluéncia do material. Todavia, essa relacdo ndo parece
influenciar no atingimento do equilibrio, pois ndo ha variacao
perceptivel, em escala logaritmica de tempo, do tempo de
equilibrio, te = te=e,, Para as varias relagdes El/E2
mostradas na Figura 15.

Relaxacdo

Se em t =0, o presente modelo for submetido a uma
deformagc&o constante, € = ¢,, a Eq. (46) se torna:

1d o(t) (E{ + E E
_"_d0+__ﬁi_g>=i%
E, dt n E; n
d o(t) E,E;
Ea(t)-l_T(El-i-EZ): &
cuja solucéo é
ESE ESE
2,]150 _(EatEz), 2,]150
oW =1%"G 15 |° TErE
n n
EE, . EE,
= — “t/AR 4 £ -
% a+@%k TE RS
a(t) = (oo — ERgo)e_tMR + Ergg (48)

com Az = —— sendo o tempo de relaxacéo do modelo.
R ™ Ei+E,

oft)
r oo = Eigo

Ereo

Figura 16. Comportamento sob relaxacdo do modelo de Zener.
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Carregamento Harménico

Embora o procedimento para obtencdo do mddulo e
compliancia complexos seja 0 mesmo dos aplicados aos
modelos mais simples, o tratamento matematico ¢ um pouco
mais complicado e foge aos objetivos iniciais deste trabalho.

Seemt = 0, for aplicada uma deformagdo harménica
e(t) = goel@t (49)

sua derivada em relagdo ao tempo sera

d .
Es(t) = jwg et (50)

Substituindo-se as Egs. (49) e (50) na Eq. (46), tem-se:

iwt

1d o(Ei+E, . &€

_ t — — lwt

E dt o(t) + " ( L ) iwe et + /1F
d o(t) iwlAp +1 ot
E(f(t) + Fr ( p )Eleoe

iwlg +1 .
a(t)et/*r = f (AF—) E gpei®t. et/*rdt + C
F

iwlp +1
Ar

(iw/lR +1
Ar

O‘(t)et/AR — Elsoe(iw+ﬂ.R_l)t + C

iwAp +1

— E iwt —t/Ar 1
o(t) (ia)/lR+1) rEE™H + Ce (51)

Se a(0) = gy,

- (iwlp + 1>E
=7 iwAg +1 R0

substituindo-se C em (51), tem-se que:

iwAp +1 . _
iwig + 1) Brgoe!®" + g™t/
(iwlp +1
iwlg +1

o(6) = (

)ERsoe‘tMR (52)

Comparando-se as Eqgs. (49) e (52), resulta em:

iwAr +1
_ —t/AR — F—)
o(t) — ape (i A, +1 Ere(t)

iwlp + 1
(== _\E —t/AR
(iwlR + 1) rE0€

ou seja,

iwdp +1

t) — —t/AR — (—

)ER (e(®) — goet/r)

10

como
a(t) — apet/*r
() — oy = E*(w)
e(t) — gget/2r
entdo,
iwAp +1
E* =\—|FE 53
(@) (iw/lR T 1) LN

A Eq. (53) esta de acordo com o proposto por Casula &
Cancione (1992)[3]. Essa equacdo deve ser expandida para
fornecer as expressdes para os médulos de armazenagem e
perda do modelo. Assim,

E*(w) 1+4+iwdp 1—iwig
Er 1+ iod; « 1—iwi
_ T+iwdp —iwdg — 2w’ Apdg
1t iwdg — iwlg — i2w?l3

1+ w?Apig Ar — A
Ew)=E ' 54
(w) R<1+w2/1§ +lw1+w2/1§ (54)
Propondo-se
E*(w) = E' +iE"
1+ w?Apig
E'=———"7E 55
1+ w222 R (5)
w(Ap — Ag)
" — —E 56
14+ w223 °F (56)
e
w(Ap — Ag)
tg(6) = m (57)
A
1 . 2.9.0.9.8 @ ¢
e E"
E, E", tgd y e
X E*
XK XK XK XK R A tgdelta
A
AAMAAAAASS *AAAAAM

Figura 17. Variaveis complexas do modelo de Zener.

Como mostrado na Figura 17, o modelo de Zener
representa de fato um solido sob esforgo harménico, visto que
0 modulo complexo coincide com 0 médulo de armazenagem
e o valor da tangente de perda esta, sobretudo nas frequéncias
iniciais e finais, sempre com valores nulos. No largo espectro
de frequéncias observado, o0 modelo de Zener ndo apresenta a
queda caracteristica tipica da fusdo, havendo ligeira queda na
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transicdo vitrea. Essa € a razdo para ndo haver o encontro d

entre as curvas de E'e E" em funcdo da frequéncia. atom =k dt S(t) (64)
Como visto na Figura 18, E*(w) sofre influéncia da

relacdo entre os mddulos afetado, E,, e ndo afetado E; pela Da Eq. (58),

acao do amortecedor de viscosidade, n. Quanto maior o valor

do modulo E,, menor o tempo de retardagéo, A = "/Ez, e, io(t) = 4 T %O—mz (65)

portanto, maior o carater elastico do modelo como um todo.

Isso pode ser visto pela crescente diminuicdo, até a Substituindo-se as Eqs. (62) € (64) na (65), chega-se a:
eliminacdo, da transicdo de comportamento, observando-se

que para 2/E1 > 1, a tendéncia € E*se tornar independente

da frequéncia, com o material apresentando um
comportamento mais uniforme.

Byt E) et = 0, + 2o, 4o 66
1 2 dtg _dto-em A’O-em dtamz ( )

ou, segundo a Eq. (65):

/— ——E2/E1=0,2 (E, + Ez) S(t) = —O'(t) += ! 7 %em (67)

=" 06 Dividindo-se ambos os termos da Eq. 5.63 por A, tem-se
—08 que:
E* — 0, 2 Ezg(t)
z 20 o)
4
6 Somando-se 22 a0 lado direito e 252 Ezs(t) ao lado esquerdo

da Eq. (67), tem-se que

o

E,s(t d 1
2 () 0O+ aem+%2

Figura 18. Efeito da relagdo entre os modulos E; e E, na (By + EZ) g( )+

dependéncia E*(w) do modelo Zener 1.
E,e(t d 1
2 ( ) _ =0 +50(t) (69

. . E, +E t
Para fins de prova, considere-se 0 modelo em parelelo (B, + 2) g( )+

entre um elemento de Maxwell (e,,) € uma mola (m2), o qual ) ) o
sera chamado de modelo de Zener 2. Para elementos em A Eq. (69) é a equagdo constitutiva do modelo de Zener
paralelo, 2, que é essencialmente a mesma que a Eq. (46), fazendo-se a
substitui¢do de A por Tl/ E,® 08 devidos arranjos.
0 = 0,, + O3 (58)

€ Modelo de Oldroyd, Jeffreys ou antiZener
€ =&, =Ema (59)
Esse modelo, que recebe varias denominagdes,
Individualizando-se, dependendo da fonte [4], é caracterizado pela associa¢do em
série entre um amortecedor (am) e um elemento de Voigt (v)
O, = Om1 = Oyp (60) ou pela associacdo em paralelo entre um amortecedor e um
elemento de Maxwell, como mostrado na Figura 19. Aqui, o
o = Em1+ Eq1 = Emz = € (61) modelo serd chamado de antiZener, pois enquanto o modelo
de Zener representa um solido linear padréo (SLS), o modelo
Para 0 elemento de Maxwell, vide Eq. (8), também chamado de modelo de Oldroyd ou de Jeffreys
representa um fluido linear padréo (SLF).
1
E,— T s(t) Oc,, T+ 7 %em (62)

com A= nl/Elsendo o tempo de relaxacdo do modelo

Zener 2.
Para a mola, pela lei de Hooke,

Omz = Ee(t) (63)



Modelos Viscoeldsticos Aplicdveis a Materiais Reais: uma Revisdo

E,

LBt

Ez> n,
ny

a b
Figura 19. Representacdo do modelo de Oldroyd ou antiZener.

Partindo-se da associacdo em série do amortecedor e

elemento de Voigt, modelo a, tem-se que:

e=¢el,+e (70)

o=0ky,=o0, (71
De (70),

& =€ —&gm (72)

Para o elemento de Voigt, segundo a Eq. (23),

de,(t)
dt

a(t) = E&,(t) + 1,
que diferenciada em relagdo ao tempo sera:
0 = E,&,(t) + n3&, (73)
Substituindo-se as relagdes da Eq. (72) na (73), ter-se-a:
0 = Ep (€ — éam) +12(€ — €3) (74)

Pela Lei de Newton:

.1 0-

Eam = a (75)
logo,
..1 O'_ (76)
&, = —
P m

Introduzindo-se (75) e (76) em (74), resulta em:

. E( U)+ ( d)
g = &—— E——
2 M 72 M

n2\ . , E2 N .
1+—)0+—0=n+ E)é 77)
Uit M

ou

12

Fluéncia

Partindo-se das Eqgs. (70) e (71) e com a introducéo da

solucdo da Eq. (75) e da Eq. (28), tem-se que:

e =2t + E1(1 — e‘%t> (78)

m 2

Seemt =0, o(t) = gy,

o] o _Ez
£(t) =—0t+—0<1 —e 'Izt)
m E,

e(t)

g0

sendo a funcdo de fluéncia J(t) = ==, entdo

ot 1 _Ez,
](t)—E+E—2(1—e nz) (79)

1)

............ == =nlx

Figura 20. Funcéo de Fluéncia do modelo antiZener.

Como visto na Figura 20, a viscosidade do amortecedor
em série com o modelo de Voigt tem influéncia decisiva na
forma como a deformacdo avanca com o tempo. Quanto maior
essa viscosidade menor vai ser o crescimento e a deformagéo
final do corpo sob tensdo constante.

Relaxacéo

A relaxacdo desse modelo é de solucdo que exige
sofisticacbes matemdticas para além dos objetivos deste
trabalho. Existem solugGes diferenciais, integrais e algébricas
para a relaxacdo aqui tratada. De acordo com Mainard &
Spada (2011)[4], para uma formatacdo da equagéo
constitutiva do modelo antiZener do tipo:

2

d d d
(1 ta E) o(t) = (bl o+ W) e (80)

a solucdo, para £(0) = &, , quando t = 0, sera:
o(t) = &[E_8(t) + E,e™%]  (81)

com:
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a) 6(t) sendo a fungdo delta de Dirac;

b) As = aq;
c) E_ =Z—21;

by b
Q) Eo=2-Z

Comparando-se as Egs. (80) com (77), tem-se que:

_Mhitnz
al— E2 >

M2
E,

by =nq; by =

e a Eq. (81) se transforma em:

n1n2
o(t)=¢ 6(¢t)
0 N1+
2
_ME g (82)
(1 +m2)?

Carregamento Harménico

Seguindo o mesmo principio adotado, se t = 0, &(t) =
soeiwt’
é = iwegye'®t  (83)

E=i%wlgye't (84)

A Eq. (77) pode ser modificada de forma que

L1
g 110'

neé+Eé  (85)

_ Mmtn2 _
comi,; = 5 R =

= E.
N1M2 eF = 271 )
N1t72 N1+72

Substituindo-se (83) e (84) em (85), tem-se:

G+ o= 2w?nre et +iwEeye't =
1

= (i2w?ng + iwE)g et
cuja solucéo obtém-se por:
o(t)et/t = j(izwan +iwE)e et et/dt + € =
= Af eBtdt + C

iwA+1

com A = (i?w?ng + iwE)eg e B = n
1

Se 0(0) = gy,

A . A _t
o(t) = et +gpe /M ——e L1 =
() B 0 B

t
_ (iPwPng +iwE)ge™t  (ifw’ng + iwE)ge M
- B B B

t
+0’0€ A =

_ (Pw’ng + iwE) [

t t
B e(t) — ge ’11] +0pe 1

Assim,

t
a(t) —ge 11 (iwng +iwE)
B B

=E"(w)  (86)

t
e(t) —gpe M

Substituindo-se B devidas

simplificaces,

em (86) e com as

WEMA + w3ngA?
i
~ 1+ w?l,?
[(E — wnR)
=0k |7
1+ 0y
(E + w®ngy)
fi—— R

87
1+ w21’ &7)
Propondo-se E*(w) = E' + (E", tem-se que:
E-w _{1—-wl
E' = ol (7"“2) = wA,F <722> (88)
1+ w?A, 1+ w?A,
e
E + w?ngl _ (14 w?*2,1
E" = iy [ TR = o, E [ 2) (89)
1+ w?A, 1+ w?A,
De forma que
La6 = E" (14 w1, 90
g - EI - 1 _ (A)Az ( )

com A, = nZ/EZ'

Modelo de Burgers

Seguindo a tendéncia verificada nos modelos de Zener, o
modelo de Burgers visa a eliminar algumas incongruéncias
apresentadas pelos modelos simples de Maxwell e de Voigt.
Todavia, fazendo uso desses mesmos modelos. Assim, o
modelo de Burgers, assim como o de Zener, apresentam
varias configuracbes, mas todas tendo a mesma equagao
constitutiva. O modelo tratado nesse topico é uma associagdo
em série entre um modelo de Maxwell e um de Voigt ou dois
elementos de Maxwell em paralelo, ou seja, sdo modelos de
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Zener aos quais foi adicionado um amortecedor, como
mostrado na Figura 21.

E El

N

<

a b c
Figura 21. Formas de representacdo do modelo de Burgers.

Embora sejam representados pela mesma equacdo
constitutiva, os modelos a, b e ¢ tém propdsitos tedricos
diferentes. O modelo representado pela letra a, pode ser
compreendido tanto como uma associacdo em série de um
amortecedor ao modelo de Zener tipo 1, como associagdo em
série de uma mola ao modelo Oldroyd-a ou antiZener 1
(Figura 21a). Esse modelo tem o propdsito de representagao
da fluéncia. Se o amortecedor for adicionado ao modelo Zener
tipo 2 ou uma mola adicionada ao modelo Oldroyd-b ou
antiZener 2, resulta em dois modelos de Maxwell em paralelo
(Figura 21b), e foi proposto como representacdo da
relaxagdo[4]. O modelo tipo c, é 0 mesmo do tipo a s6 que
permite uma interpretacdo mais simplificada dos fenémenos
que o modelo de Burgers deve caracterizar: deformacgéo
instantdnea (representada pela mola de modulo E,),
deformacgdo viscoelastica (componente eléstica pela mola de
moédulo E, em paralelo com a componente viscosa pelo
amortecedor de viscosidade n,) e deformacdo viscosa pelo
amortecedor de Maxwell de viscosidade 7, [5].

Tome-se a Figura 21a como referéncia inicial e os termos
m e v representando os elementos de Maxwell e Voig,
respectivamente. Para elementos em série:

E=¢&ntég 91D

0=0y,=0, (92)
de (91),

&= €—&p (93)

Substituindo-se as Egs. (92) e (93) na Eq. (23) (equacéo
constitutiva do modelo de Voigt), tem-se que:

14
d
0= EZ(S_gm)'i'nZE(S_Sm) (94)
que, derivando-se em relacdo ao tempo, resulta em:
d =E (d d )+ dz( ) 95
ac? T2 \arf T tm) T gz T o ©5)
De acordo com a Eq. (8), para o elemento de Maxwell,
d _1d N o 96
aam TR a4’ T, (96)
e
AP I 97
a2 T g acr’ Tacn, 7
Substituindo-se (96) e (97) em (95), tem-se:
da E [d ( 1d 4 o )]
ac’ T ae T \Eac’ T,
N d? 1 d? N d o
Mgz T \E a2’ T ar
gue separando-se as variaveis resulta em:
N2 .. ( E, 772) . B . ..
—0 +|(1l+—=—+—)0+—0=Eé+n,¢ 98
E; E, m m 2 72 8)

em que ¢ e & representam a primeira e segunda derivadas
de @ em relagdo ao tempo, respectivamente.

A Eg. (98) é a equagdo constitutiva do modelo de
Burgers, a qual é uma equacdo diferencial de segunda ordem
com relagdo a tensdo e a deformagdo, mas com coeficientes
constantes que sdo fun¢Bes de quatro pardmetros: E;, E,, 1, €
n,. Isso significa que todas as funcbes da tensdo e da
deformagcéo e suas derivadas em relagdo ao tempo séo fungdes
lineares[6].

Fluéncia

Seemt=0, d(t) =0, 6 =3¢ = 0. Assim, a Eq. (98)
se reduz a:

. . By
E,é +ny6 = —o0
m

(99)

cuja solugdo, proposta por Nielsen
modificada por Hong-Suo et al (2014)[8] seré:

0y Oy 0y _E,
e(t) =—+—t+—(1—e 72 )
Ey m E,

(2006)[7] e

(100)

A solucdo mostrada na Eqg. (100) pode mais facilmente
ser obtida utilizando-se do modelo tipo ¢, para o qual,
e(t) = gy + &, (1) + gqmi (1) (101)

A Eq. (101) esta de acordo com a definicdo do modelo
tipo c feita por Chakespari, A. G., Rajabipour, A. & Mobli, H.
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(2010)[5]. Sendo &,; a deformacdo instantdnea
proporcionada pela mola de médulo E;; ¢,, a deformacdo
viscoelastica do elemento de Voigt; e €,,,; & deformacdo
viscosa do amortecedor de viscosidade n,, € como sob
o(t) = ay:

0o
Em1 E_
1
o E
g,(t) = E—O(l —e M )
2

0o
gaml(t) = 77_1 t

cuja substituicao na Eq. (101) resulta na Eq. (100).

Relaxacdo

Seemt =0, &(t) = &, £ = &= 0. Assim, a Eq. (98) se
transforma em

E E
T2 5 +(1 +—2+n—2>d +26=0  (102)

E; Ex m U

cuja solucdo ndo é das mais simples. Todavia, se se parte
do modelo b, tem-se que:
o =0%+adl (103)

em que e e d se referem aos elementos de Maxwell da
esquerda e da direita, respectivamente.

Da Eq. (14), tem-se que a Eq. (103) se transforma em

t t
a(t) = & (Ele‘ﬂ + Eze‘E> (104)

/T _12 &
comA; ="/ E,© A =12/ E,08 tempos de relaxacédo dos
dois elementos de Maxwell.

Carregamento Harménico

Para fins de simplificacdo, para o modelo de Burgers,
serd feita a imposicdo em ¢ = 0 de uma tensdo o (t) = gye'“t.
Assim, ¢ = iwc e & = i’w?c,e't, e a Eq. (98) se transforma
em:

N2 .5 5 ( E, 772). Ez] it
—i*w*+|1+—=—+—)iw+—|gpe
[E1 Ey m M 0

Definindo-se a compliancia complexa J*(w) =%’ da

solugdo da Eq. (105), de acordo com Feng et al (2015)[9],
tem-se que:

11 1
J'(w)=—+

1
E,  iwn (106)

+ -
E, +iwn,

que expandida resulta em:

1 1 Ez_iwnz
* S S
J(@) B on <E§+w2n§
_1, B
B E}+ i
1 w1,
i — 107
L(Wh E22+w277§> (107

1 E,

= 108
E, EZ+ w?ni (108)

1 w1,

- 109
on "By 40

a8 = Ey E} + w’nj + w’nm,
90 = wn, E} + w?ns + ELE,

(110)

Modelos Generalizados

Modelo de Maxwell-Wiechert

O modelo de Maxwell-Wiechert[10] ou de Maxwell
generalizado foi proposto por Wiechert pondo n elementos de
Maxwell associados em paralelo[11], como mostrado na
Figura 22. Para todos os elementos, a deformacdo serd a
mesma e a tensdo do modelo serd a soma das tensfes
individuais.

Ey Ey En

|
Figura 22. Modelo de Maxwell-Wiechert.

Para o elemento nimero 1, de acordo com a Eq. (8),

de 1ldo; oy
dt E dt n,

assim como para o elemento i:

de 1dai+0'i 111
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i A Eq. (117) é o resultado da integracéo da Eq. (111) para
o(t) = Z o; (112) uma deformag&o constante &,. De acordo com (112):
i=1
n _ﬂt
Usando D = %, as Egs. (111) e (112) se transformam a(t) = Soine i (118)
em: i=1
Oi =2 l (113) Definindo-se 0 mddulo de relaxagdo, E(t) = U(t)/so,
E 7, entéo,
e n
nog E(t) = Z Ee /% (119)
o= 55 (114 =
=1 + m

Carregamento Harménico

Multiplicando-se ambos os lados da Eq. (114) pelo

produtério Seguindo-se a metodologia apresentada até o momento,
n de acordo com Navarro (1997)[11], € possivel a obtencdo das
1_[2 + 1 variaveis harmonicas do modelo de Maxwell-Wiechert, para o
E qual:
) Ejw? 2
o operador D pode ser removido do denominador dessa E' = T+ oll2 (120)
equacdo[12]. Assim, tem-se que: i=1 :

(D) (Erh).]ow- gy ek

121
L1+ w?i? (121)
=1
[(2 + l) (E + i) ] Modelo de Kelvin-Voigt
Ey m/\E; m
O modelo de Kelvin-Voigt[l] é representado pela
D associacdo em série de n elementos de Voigt, conforme
mostrado na Figura 23.
2+l 2+l .| e(®) (115) g9
M E, "
O denominador comum da expressao entre colchetes do f
lado direito da expressdo que multiplica (t) é idéntico a . L% n
expressdo entre colchetes do lado esquerdo, e ambos podem '

ser eliminados. Dessa forma,

[ERESTEIE ST -

PERDED ] e = -
- D 1 |
(E1 )(E3 _) """ |

l M3

Y

A equacdo constitutiva deste modelo ndo permite solucéo

Figura 23. Modelo de Kelvin-Voigt.
para fluéncia.
Para elementos em paralelo,
Relaxacéo
0=0,=" "0, (122)
Sob deformacdo constante, &,, para t =0, segundo

abordagem de Karlsson (2014)[13], como para o elemento i:

e a deformacdo serd a soma das deformagdes iniciais.
Assim,

Eit n
g; = SOEie Ni (117)

£ =Z£i (123)

i=1
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Carregamento Harménico

A Eq. (23) parao elemento i é

Se aplicada uma deformacdo do tipo &;(t) = eojei“’t,

para t = 0, ja foi visto que a Eq. (23) para o elemento j
resultaria em

de;(t)
dt

o(t) = Eig(t) +n;

ou seja, rearranjada, com o uso do operador D, resulta

em[12]: a(t) = Ejeojei‘“t +1jiweg et (130)
1 .
= ou seja,
& D, + Eio' (124) u sej
- : a(t)
Substituindo-se a Eq. (124) na (123), tem-se: (t) =g, et = ——2
g. (124) na (123) g(t) = &e 5+ (131)
n
125 Assim, a Eq. (123) se torna:
; (Dnl +E; ) (125)
SRLO)
Se ambos os lados da Eq. (125) forem multiplicados por e(t) = Etnio (132)
= j T]Jl(l)
Dn: E. * S(t) j 1
D( n; + Ep) Uma vez que J*(w) =~ e 4; = 'e D;=1/p,
pode-se eliminar o operador D do denominador e fazer as i . D; § Djwl;
devidas simplificacBes, de forma que: J(w) = Z T2 Lu1x 21 (133)
[(Dny + E))(Dn, + E,) ...1€(t) . -
e 772= [(ZDTIz +E;)(Dn3 + E3) ... Modelo de Maxwell Generalizado Modificado
+ (Dny + E;)(Dn3; + E3) ...
+ ( ]n;(t) 2 (2326) ) Ao modelo de Maxwell-Wiechert é adicionada uma mola
para representar o comportamento elastico no equilibrio,
A Eq. (126) ndo permite solucéo para relaxacéo. conforme mostrado na Figura 24.
Fluéncia ' 1
Sob tensdo constante para t = 0, para o elemento i, de . ., B
acordo com a Eq. (28): <
_ % —t/1 "
a®)=51-e¥%) (127
' P Mn
que substituida na Eq. (123), resulta em:
O-O . - - l g
e(t) = Z = (1 - e—t//h) (128) Figura 24. Modelo generalizado de Maxwell modificado
= Ei (MGMM).

Em comparacdo com a Eq. (29), pode-se definir a Uma vez que ja foi calculada a tensdo para o modelo de
compliancia de fluéncia para o modelo generalizado Kelvin- Maxwell-Wiechert (MW), para 0 MGMM,
Voigt da seguinte forma:

; o(t) =02 + oyw
J@© = Z]oi(l —e7t/h) (129) em que o2 é a tensdo na mola de médulo E,,. Assim,
i=1 com uso da Eq. (114),

com Jo, = 1/Ez sendo a compliancia instantanea de cada

elemento. o(t) = Eoe(t) + Z D, Te(® (134)
i=1 E rIL



Modelos Viscoeldsticos Aplicdveis a Materiais Reais: uma Revisdo

Relaxacao

Sendo o(t) =0, em t =0, a solugdo para um Unico
elemento j de Maxwell, de acordo com a Eq. (13), seria:

—t/ﬂ.j

a(t) = gpe (135)

Substituindo-se a Eq. (135), modificada de acordo com a
(112), na Eq. (134) resulta em:

o(t) = Ee(t) + z ope (136)
=

Segundo Rafal (2011)[14], se o, em uma mesma
deformac8o &, para todos os elementos em paralelo, entdo
0o = Ej&, e a EQ. (136) muda para

n
a(t) =gy | B + Z Eje™t% (137)

j=1

E 0 médulo de relaxagdo, E(t) = a(t)/go, sera

n
E(t) = Eo + Z Ee™t%  (138)
j=1
Definindo-se um modulo instantaneo E, = E, +

"1 Ej, e introduzindo-se na Eq. (138), tem-se que:

n t

E(t) = E, —ZE,<1—e7f) (139)

j=1

Segundo Meng et al (2013)[15], a Eq. (139) €
essencialmente uma série de Prony, com E,, sendo o médulg
de longo termo ou de equilibrio, e E; e 4; o par de Prony. Se E

for um modulo adimensional dependente do tempo, a Eg.
(139) pode ser reescrita da seguinte forma:

n

E(t) = 1—25(1—{’17) (140)

j=1

Da Eq. (140) depreende-se que quando t < 4;, E(t) = 1,
E(t) = E, e todos os amortecedores estariam parados. Para
tempos maiores, E(t) €é diminuido exponencialmente,

assumindo o valor de E,, quando t — co.

Carregamento Harménico

Rafal (2011)[14] prop&e que sob deformagdo harmdnica,
0 modelo produz uma tensdo tal que origina um mddulo
complexo dado por:

18
. E}A (A) =
E"=E 1+ a)zﬂz Z Ej
j=1 j=1
+iE B 141
t5o 1+ w22} (141)

=

Modelo de Kelvin-Voigt Modificado

Considere-se uma associacdo em série de um modelo de
Kelvin-Voigt (MKV) em série com uma mola de médulo E,,
conforme mostrado na Figura 25, obtém-se um modelo que
permite apenas fluéncia, porém com uma deformacdo
instantanea promovida pela mola de médulo E,.

Figura 25. Modelo de Kelvin-Voigt modificado.
Fluéncia

O modelo mostrado na Figura 25 pode ser compreendido
como um modelo de Zener associado com n — 1 modelos de
Voigt em série. Para 0 modelo de Zener com médulos E,, E;
e viscosidade 7n,, segundo Betten (2008)[16].

Definindo-se J, = 1/E0 i) = 1/El; c= nl/El' sendo

o(t) =0, para t =0, a Eq. (47) pode assumir a seguinte
forma:

()

JO)=——==Jo+[1—-etM]  (142)

Se n—1 modelos de Voigt forem suplementados ao
modelo de Zener, resulta em uma funcdo de fluéncia ou
compliancia de fluéncia dada por:

n

J©=Jo+ Y Hl1-eti]  143)



R. F. Navarro/ Revista Eletrénica de Materiais e Processos / ISSN 1809-8797 /v. 12, n. 1 (2017) 1-20 19

Modelos com Amortecedores Variaveis

Modelo de Huet-Sayegh

Conforme mostrado na Figura 26, o modelo de Huet-
Sayegh ¢ um modelo de Huet modificado para atingir largo
espectro de frequéncias e € caracterizado pela associagcdo em
paralelo de uma mola de médulo E, com um conjunto em
série formado por uma mola de modulo E, = E, —E,
(E, sendo 0 médulo vitreo; E,, 0 médulo estatico[18]) e dois
amortecedores de viscosidade variavel com constantes h e k,
de modo que 0 < k<h <1 [17] . Do ponto de vista do
angulo de fase, um amortecedor linear esta fora de fase 90°
(™/5) com uma mola linear. Um amortecedor variavel esta

defasado da mola linear por um mdltiplo de 90° (a™/,).

Ey = Eo-Eo

Eq
m

M2 E/

AN

75,0

Figura 26. Modelo de Huet-Sayegh.

Carregamento Harmonico

De acordo com Pronk (2003)[17], Pronk (2012)[19], a
operagcdo matematica com amortecedores varidveis sO €
definida para sinais senoidais como:

o.eiwt — nTa—lna[Eei(wt—zS)]

= g(iwr)“[sei(‘“t“s)] (144)

na qual, ce®'é a tensdo imposta; eel@t=% g3
deformacdo resultante; 7, uma constante de decaimento de
tempo; n, a viscosidade, e 2 um operador matematico
especial. A partir da Eq. (144) um amortecedor variavel pode
ser visto como um elemento reoldgico, para sinais senoidais,
entre uma mola linear (a = 0) e um amortecedor linear
(a=1).

Ainda segundo Pronk (2012)[19], a deformacéo
resultante da aplicacdo da tensdo, que ser4 nula para o
amortecedor variavel se o parametro a < 1, sera calculada a
partir da Eq. (144), resultando em:

o 1 ®
E(t - OO) = clullr(l) Lw [m[_mddt] =0paral<a

<1  (145)

Para um sinal senoidal do tipo e‘®?, resulta um modulo
complexo da forma[17]:

Ep
* 1+ 6;(iwty)7* + 8, (iwty) ™"

E*(w) = E, (146)

TiEL

sendo uma constante adimensional. O

com §; =

ni
mobdulo estatico e o mddulo vitreo relacionam-se com o
mddulo complexo da seguinte forma:

{E*(a)—>0)=EO (147)

E*(w » ) = E,,

Modelo de Huet-Sayegh Modificado

A partir de modificagdo feita por Olard & Di
Benedetto[20], foi adicionado um amortecedor ao modelo de
Huet-Sayegh, como mostrado na Figura 27, tornando o
modelo conhecido como 2S2P1D. Esse modelo tem o médulo
complexo dado por[18]:

E*(w)
= EO
+ E, 148
156, Gar) ¥ + 6,Gwr) F + 65Gapy) 1 148
_n
compf = —
E, =Ew-Ey

m

e p
-

Figura 27. Modelo de Huet-Sayegh Modificado ou Modelo
2S2P1D.

Modelo de Huet-Sayegh Generalizado

A partir do modelo de Huet-Sayegh modificado, Zbiciak
& Rafal (2014)[18] propuseram seu proprio modelo, como
mostrado na Figura 28, o qual contém n amortecedores
fracionais ou de viscosidade variavel. Para esse modelo,

E,

E*(w) = Ey +
(@) = Bo + T Gaor) v + 20T 5, (lwr) n

(149)
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E, = Eo-Ep

Eo
ky

A—

kz

!

key

Figura 28. Modelo de Huet-Sayegh Generalizado.
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